Über die analytischen Methoden in der 
Wahrseheinlichkeitsreehnung. 


Von 


A. Kolmogoroff in Moskau. 


Zusammenfassung. 


Ein physikalischer Prozeß (die Änderung eines physikalischen Systems) 
heißt stochastisch-definit, wenn aus der Kenntnis des Zustandes X, des Systems 
in einem gewissen Zeitmoment {, die Kenntnis der Verteilungsfunktion der 
Wahrscheinlichkeiten für die möglichen Zustände X des Systems in einem 
Zeitmoment t>, folgt. 

Der Verfasser betrachtet systematisch die einfachsten Fälle der stochastisch- 
definiten Prozesse und in erster Linie solche, die nach der Zeit stetig sind 
(darin besteht die wesentliche Neuheit der Methode: Bis jetzt betrachtete man 
gewöhnlich einen stochastischen Prozeß als eine Reihe von diskreten „Ereig- 
nissen*). 

Wenn die Menge X der möglichen verschiedenen Zustände des Systems 
endlich ist, so läßt sich der stochastisch.definite Prozeß durch gewöhnliche 
Imeare Differentialgleichungen charakterisieren (Kap. I). Wenn der Zustand 
des Systems durch einen oder mehrere stetige Parameter definiert ist, so wird 
der analytische Apparat durch parabolische partielle Differentialgleichungen 
gegeben (Kap. IV). Man kommt dabei zu verschiedenen Verteilungsfunktionen, 
unter denen die Laplacesche Normalverteilung als natürlicher einfachster Fall 
erscheint. 


Einleitung. 
L 


Wenn man Natur- oder Sozialereignisse mathematisch behandeln will, 
muß man zuerst diese Ereignisse schematisieren; man kann nämlich die 
mathematische Analysis zur Betrachtung eines Änderungsprozesses eines 
Systems nur dann anwenden, wenn man voraussetzt, daß jeder mögliche 
Zustand dieses Systems sich mit Hilfe eines bestimmten mathematischen 
Apparats vollständig beschreiben läßt, z. B. durch die Werte einer 
bestimmten Anzahl von Parametern; ein solches mathematisch-definier- 
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bares System ist überhaupt nicht die Wirklichkeit selbst, sondern nur ein 
Schema, welches zur Beschreibung der Wirklichkeit dienen kann. 

Die klassische Mechanik gebraucht nur solche Schemata, in welchen 
der Zustand % des Systems in einem Zeitmoment it durch den Zustand x 
in einem beliebigen vorigen Moment i, eindeutig definiert ist; der mathe- 
matische Ausdruck dieser Tatsache ist durch die Formel 


y=flz, 1,8) 

gegeben. Wenn eine solche eindeutige Funktion f existiert, wie es immer 
in der klassischen Mechanik vorausgesetzt wird, so sagen wir, daß unser 
Schema ein Schema_eines wohldeterminierten Prozesses ist. Man könnte 
überdies noch solche Prozesse als wohldeterminierte hinzulassen, in welchen 
der Zustand % durch den Zustand x in einem einzigen Zeitmoment i nicht 
vollständig definiert ist, sondern von der Art der Änderung des Zustandes x 
vor dem Augenblick 3 wesentlich abhängt. Aber man zieht gewöhnlich 
vor, diese Abhängigkeit von der Vorgeschichte des Systems dadurch zu 
vermeiden, daß man den Begriff des Zustandes des Systems im Zeitmoment { 
erweitert und dementsprechend neue Parameter einführt!). 

Außerhalb des Gebietes der klassischen Mechanik betrachtet man oft 
neben den Schemata der wohldeterminierten Prozesse solche Schemata, in 
welchen der Zustand x des Systems in einem Zeitmoment Z, nur eine gewisse 
Wahrscheinlichkeit für den jeweils möglichen Zustand y in einem folgenden 
Moment # >, definiert. Wenn bei beliebig gegebenen 1,,1>1, und & 
eine bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion für die Zustände y 
existiert, so sagen wir, daß unser Schema ein Schema_eines stochastisch- 
definsten Prozesses ist. Im allgemeinen Falle wird diese Verteilungsfunktion 


in der Form 
Pius) 


gegeben, wobei & eine Menge von Zuständen y ist und P die Wahr- 
scheinlichkeit bezeichnet, einen Zustand y aus dieser Menge im Moment t 
zu erhalten. Dabei erhebt sich eine Schwierigkeit, welche darin besteht, 
daß es allgemein unmöglich ist, diese Wahrscheinlichkeit für alle Mengen € 
zu definieren. Eine strenge Definition des stochastisch-definiten Prozesses, 
welche diese Schwierigkeit vermeidet, ist im $ 1 gegeben. 

Man könnte auch hier, wie im Falle der wohldeterminierten Prozesse 
noch solche Schemata betrachten, in welchen die Wahrscheinlichkeit P von 
der ganzen Vorgeschichte des Systems und nicht nur von dem Zustande x 


‘) Ein wohlbekanntes Beispiel für diese Methode wird dadurch gegeben, daß 
man in der Beschreibung des Zustandes eines mechanischen Systems nicht nur die 
Koordinaten seiner Punkte, sondern auch die Komponenten ihrer Geschwindiokeiter 
einführt. 
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wesentlich abhängt. Man kann aber diesen Einfluß der Vorgeschichte mit Hilfe 
derselben Methoden vermeiden wie im Falle der wohldeterminierten Schemata. 
Es sei noch bemerkt, daß die Möglichkeit bei der Behandlung irgendeines 
reellen Prozesses die Schemata der wohldeterminierten oder nur stochastisch- 
definiten Prozesse anzuwenden, in keinem Zusammenhang mit der Frage 
steht, ob dieser wirkliche Prozeß selbst determiniert oder zufällig sei, 


I. 


Man untersucht gewöhnlich in der Wahrscheinlichkeitstheonie nur 
solche Schemata, in welchen die Änderungen des Systems nur in den 
Zeitmomenten einer diskreten Folge t,,t,, .-., i,,... stattfinden. Bachelier?)) 
war unseres Wissens der erste, welcher systematisch Schemata untersuchte, 
in denen die Wahrscheinlichkeiten P(t,, x, t, ©) mit der Zeit 2 sich stetig 
ändern. Auf die Fälle, welche von Bachelier untersucht wurden, werden 
wir im $ 16 und in der Schlußbemerkung zurückkommen. Esteilkiermir 
noch erwähnt, daß die Bachelierschen Betrachtungen jeder mathematischen 
‚Strenge gänzlich entbehren. 

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir vom zweiten Kapitel an 
hauptsächlich die oben erwähnten nach der Zeit stetigen Schemata. Mathe- 
matisch hat man dabei den großen Vorteil, daß man für P Difierential- 
gleichungen nach der Zeit einführen kann und dann die einfachen analyti- 
schen Formeln erhält, welche in der gewöhnlichen Theorie nur als asympto- 
tische Formeln auftreten. Was die Anwendungen betrifft, so kann man 
erstens die neuen Schemata unmittelbar auf die realen Prozesse anwenden, 
zweitens aus den Lösungen der Differentialgleichungen der nach der Zeit 
stetigen Prozesse neue asymptotische Formeln für diskrete Schemata ab- 
leiten, wie es im $ 12 gezeigt wird. 


HE 


Wir gehen nicht von einem vollständigen Axiomensystem der Wahr- 
scheinlichkeitstheorie aus, geben aber schon jetzt alle Voraussetzungen an, 
welche weiter gebraucht werden. Über die Menge X von möglichen Zu- 
ständen x machen wir keine speziellen Voraussetzungen: mathematisch 
kann man X als eine beliebige Menge von beliebigen Elementen betrachten. 
Alle Voraussetzungen über das Mengensystem X und die Funktion P(1,,2,1, €) 
sind in $ 1 gegeben. Weiter entwickelt sich die ganze Theorie als eine 
reinmathematische. 





”) IL Theorie de la sp6culation. Ann. de P’Ecole norm. 17 (1900), p. 21. 
I. Les probabilites & plusieurs variables, ibid. 27 (1910), p. 339. 
AI. Calcul des probabilit&s 1912. 
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Erstes Kapitel. 
Allgemeine Betrachtungen. 


s1. 


Allgemeines Schema des stochastisch-definiten Prozesses. 
Es sei © ein System, welches sich in den Zuständen 2,9,2;--- 


befinden kann, und % ein System der Mengen € der Zustände x, y,2,-- 


Seite 
418 
421 
422 
424 


427 


428 
431 


438 


441 


445 
448 


451 
452 
453 
455 
456 


. 458 


u 


Analytische Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 419 


wir sagen, daß der Prozeß der Veränderung des Systems © stochastisch- 
definit in bezug auf 7 ist, wenn bei beliebiger Wahl des Zustandes r, 
der Menge € und der Zeitmomente i, und i, (1, <t,) die Wahrscheinlich- 
keit P(t,,x2,1,, &), daß — unter der Hypothese des Zustandes x in dem 
Zeitmoment i, — einer der Zustände aus € im Zeitmoment i, stattfindet, 
bestimmt ist. Wenn die Wahrscheinlichkeit P(1,,2,1,, €) nur für ,>14,>:, 
bestimmt ist, so sagen wir, daß der Prozeß der Veränderung für 7>14, 
stochastisch definit ist. 

Was das System _% betrifit, so setzen wir voraus, daß es erstens 
additiv ist (d. h. alle Differenzen sowie die endlichen und abzählbaren 
Summen seiner Elemente enthält), zweitens die leere Menge, die Menge X 
aller möglichen Zustände x, %,2,... und alle aus je einem Element be- 
stehenden Mengen E enthält. Wenn die Menge X endlich oder abzählbar 
ist, so besteht_offensichtlich X_aus allen Untermengen von X. Aber in dem 
wichtigsten Fall einer nicht abzählbaren Menge X ist die Voraussetzung, 
daß 5 alle Untermengen von X umfaßt, in keinem bis jetzt bekannten 
wohldefinierten Schema erfüllt. 

Wir setzen natürlich voraus, daß 


() Pi,2.:W=1 
und für die leere Menge W% 
Pit,21,0)=0 


ist. Ferner wird vorausgesetzt, daß P(1,,2,1,,€) als Funktion der 
Menge & additiv ist, d. h. für jede Zerlegung der Menge & in endlich oder 
abzählbar vielen disjunkte Summanden 6, 


(2) SP(t,,2; 1, &,) = Pit 2% 12, €) 


gilt. Um weitere wichtigere Voraussetzungen über P(t,,2,1,,€&) zu for- 
mulieren, bedürfen wir des Begrifis der Meßbarkeit der Funktion f(x) in 
bezug auf das System % und der Definition des abstrakten Stielijesschen 
Integrals. Wir wollen diese Begriffe in einer Form darstellen, welche 
unseren Zwecken angepaßt ist?). 

Man nennt die Funktion f(x) meßbar, in bezug auf das Sysiem %, 
wenn bei jeder Wahl der reellen Zahlen @ und 5 die Menge & (a<f&)<b} 
derjenigen x, für welche f(x) der eingeklammerten Ungleichung genügt, 
zum System % gehört. Man zeigt leicht, daß, wenn das System 5 additiv 
und f(x) in bezug auf % meßbar ist, auch die Menge & derjenigen x, 


— 





3) Über giese Begriffe sowie über die additiven Mengensysteme usw, siehe z. B.: 
M. Frechet, Sur Pintegrale d’une fonctionnelle &tendue & un ensemble abstrait, Bull. 
de la Soc. Math. de France 48 (1915), p. 248. 


420 A. Kolmogorofi. 


für welche f(x) einer im Borelschen Sinne meßbaren Menge gehört, im 
System % vorkommt. 

Es sei nun f(x) in bezug auf das System % meßbar und beschränkt 
und p(€) eine auf % definierte, nicht-negative und additive Mengenfunktion; 
bekanntlich konvergiert sodann die Summe 


mM m m-+1 
Zur nst@)<- ) 
mit n— 00 gegen einen festen Limes. Dieser Limes soll das Integral 
Ste) r(aı) 


genannt werden. Letztere Bezeichnung weicht von der allgemein gebräuch- 
lichen nur dadurch ab, daß die Integrationsvariable speziell bezeichnet; ist 
und das Differentialzeichen eingeklammert ist. 

Es wird im folgenden vorausgesetzt, daß P(t,,x,t,,&) als Funktion 
des Zustandes x in bezug auf das System % meßbar ist. P(t,,2,t,, €) soll 
endlich für beliebige i,, 2,, 1, (,<1,<1,) der fundamentalen Gleichung 


(3) | P(1,2,1,, €) =/P@, Yt,, E)P(t,,2,1,, dW) | 


genügen. Wenn die Menge X aus endlich oder abzählbar vielen Elementen 
% > %gy + 0... besteht, so ist 


SP, yt, ©) Pli,2,1,dW)=-NP(1,2,t, E)Pli,2,1,%,), 
Ay n 


und rechts steht die volle Wahrscheinlichkeit P (£,.%,1,,€&), damit ist in 


diesem Falle die Formel (3) bewiesen. Wenn aber M unabzählbar ist, 
nehmen wir die Relation (3) als ein neues Axiom an. 

Die bis jetzt ausgesprochenen Forderungen charakterisieren vollständig 
den Begriff des stochastisch-definiten Prozesses: die Elemente x, y, 2, .-. 
einer beliebigen Menge X können als Merkmale der Zustände eines Systems, 
und eine beliebige Funktion ?(t,, x, t,, €), die den erwähnten Forderungen 
genügt, als die entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion be- 
trachtet werden. 

Wir nennen die nicht-negative Funktion F(€), welche über das 
System % definiert und additiv ist, und überdies der Gleichung 


(4) FW-1 


genügt, die normale_Verteilnngsfunktion. Alle Forderungen bezüglich 
P(t,,x,:,, €) können wir jetzt folgendermaßen aussprechen: P (,,2,1,, €) 


ist als Funktion von E eine normale Verteilungsfunktion, als Funktion 
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von x in bezug auf das System 3% meßbar und genügt endlich der 
Iniegralgleichung (3). 

Es sei nun für ein Zeitmoment = t, eine normale Verteilungsfunktion 
Qt, ©) für die Wahrscheinlichkeit, daß das System © sich im Moment 1, 
im Zustande aus & befindet. Um die Verteilungsfunktion @ (1, &) für die 
Zeitmomente >, zu definieren, bedienen wir uns der zweiten Fundamental- 


gleschung 


(5) = [Pla 0, aM). 
Man hat offenbar 

(6) 24,M = jew a - 0 A)= 
(7) SP 2,1, © 9, dW 


[Pl %, bo, [Ph 4,1, U) Qt, dW) 
= Ay 
= Po 2,1, €) P(i, 4 1,, WU) Q(t,, dW) 
yo 
[Pt 9.1, €) AU) = li, 
Y 


Wir betrachten die Formel (5) als Definition von Q(t, ©) und nicht als 
eine neue Forderung bezüglich des Systems ©; es sei jedoch bemerkt, 
daß (5) die Relation (3) als Spezialfall enthält. 


82 
Der Operator F,(x,€)xF,(x, €). 
Es seien P,(x, €) und F,(x,€) zwei normale Verteilungsfunktionen, 


welche als Funktionen von x in bezug auf das System % meßbar sind. 
Wir setzen dann 


(8) Fia,&)=F(x,&)%&*F,(2,& = Fx* F,@6) [ F,Y,&) F(«,d%); 
Y 
wie leicht ersichtlich, genügt F(x,€) denselben Bedingungen über Meß- 


barkeit und Additivität wie F,(x,€) und F,(x,€); die Gleichung (4) ist 
ebenfalls erfüllt: 


Fix, % = SF,(yW F,(lz,dW) = [F,(&,dW)=1; 
E4 % 
folglich ist auch P(x,€) eine normale Verteilungsfunktion. 
Ferner genügt der Operator F,%* F, dem assoziativen_Geseize 
(9) FR (B*PR)=-(R#+R)*R, 


Mathematische Annalen, 104, 28 
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wie man aus der folgenden leichten Rechnung schließt: 


P,*(R%*B)(,&)—J [R,(2, €) F,(9,dW) F, (x, dA) 
IRRE 


= /[r, (€) [P,(y,aW) FW) = (PM x P,)x*R,(x,6). 


Dagegen gilt das Kommutativgesetz für unseren Operator im all j 


nicht. 
Wir wollen jetzt eine solche Einheitsfunktion u(x, ©) definieren, welche 
für eine beliebige F{x,®) der Gleichung 


(10) ux*P(z,&©) = Fxu(z,&) = F(x, 6) 


genügt. 

Es ist zu diesem Zweck hinreichend, u(x,&)—=1, wenn & den Zu- 
stand x enthält, und u(x,&)=0 im entgegengesetzten Fall zu setzen; 
es ist dann in der Tat 


#%* P(x,&)= Sr. E)a(lz, AU) —- Flx,€), 
Fxu(z,®) = [ni E)F(x,dX) = [Fe de) = Fix, E). 
Die Wahrscheinlichkeit P(i,,x,t,,€) war bis jetzt nur für u>t 
definiert; wir setzen nun für jedes i 
(11) Plt,2,1,&)=u(z,€). 


Diese neue Definition widerspricht wegen (10) der fundamentalen Glei- 
chung (3) nicht, da man dieselbe in der Form 


(12) P(t,2,1,€)# P(1,2,1,, €) = P(t,,2,1,,€) 


schreiben kann. 


88. 
Klassifikation der Spezialfälle, 


Wenn die Änderungen des Zustandes des Systems & nur in den Zeit- 
momenten einer diskreten Folge 


I 
stattfinden, so ist offenbar 
(13) P(l,2,t",€)=Plt,,x,1,€) 
für alle Zeitmomente i’ und i”, welche die Ungleichungen 


iu 2 < banzır 1.<S "< bn+1 
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erfüllen. Setzt man 


(14) Pin %; bu €) — DR (z, €) ’ 

(15) P. 1. E)=P,(%,E), 

so ist 

(16) Pant: &) = Pusı# Par #---* PP, €). 


Folglich ist in diesem Falle der Prozeß der Veränderung des Systems & 
durch die elementaren Verteilungsfunktionen P,(x, €) vollständig definiert. 
Es sein P(x,€), P, (©, €), ..., P,®,€),... willkürliche normale 
Verteilungsfunktionen, welche als Funktionen von x meßbar sind, und 
u1<h<..<t<... eime Folge der Zeitmomente; wenn man P,,„(z, €) 
und P(t‘',x,t",&) durch (16), (14) und (13) definiert, so erhält man die 
ebenfalls normalen Verteilungsfunktionen, welche den Gleichungen 


(17) Po &9)&P,m&)=-P, mE, m<n<p, 
und folglich auch der Gleichung 
Pr, x, i”, &) * Pt”, x, i”, €) —— P(, x, 04 &), Ü< "< i", 


genügen; die letzte Gleichung ist aber nichts anderes als die Fundamental- 
gleichung (12) oder (3). So sieht man, daß willkürliche normale Ver- 
teilungsfunktionen P,(z, ©), wenn sie nur als Funktionen von x meßbar 
sind, einen stochastisch-definiten Prozeß charakterisieren. 

Nur die oben definierten Schemata mit diskreier Zeit betrachtet man 
gewöhnlich in der Wahrscheinlichkeitstheorie.e Wenn alle Verteilungs- 
funktionen P, (x, €) identisch sind: 


(18) PL. 0)=P/2,®); 


so haben wir ein homogenes Schema mit diskreter Zeit; in diesem Falle 
erhält man wegen (16) 


(19) P,nr,(& O=P(z,€)* Pa, €)*...*P(x,€) 
+ —p-ma > 





- [P(z, EP = P? (2, €). 

Schon 1900 hat 1. Bachelier die nach der Zeit kontinuierlichen 
Stochastischen Prozesse betrachtet‘), und es bestehen alle Gründe dafür, 
daß die Schemata mit kontinuierlicher Zeit eine zentrale Stellung in der 
Wahrscheinlichkeitstheorie erbalten sollen. Die wichtigsten sind hier die 
nach der Zeit homogenen Schemata, in welchem P(t,,2,1,, €) nur von 
der Differenz t, —t, abhängt: 


(20) Pli,2,1+7,€)=P(r,x,€). 





*% Siehe 9 I, 
98*+ 
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Die Fundamentalgleichung schreibt man in diesem Falle so: 
(21) Pi1,8,&)*P(ı,,,&)=P(u,+7,2,€). 


Eine andere Reihe von Spezialfällen erhalten wir mit der Spezialisierung 
der Menge U der elementaren Zustände x. Man unterscheidet hier die 
Fälle der endlichen oder abzählbaren Mengen W; im kontinuierlichen Falle 
wird nach der Zahl der den Zustand des Systems charakterisierenden 
Parameter unterschieden usw. Auf diesen Unterscheidungen beruht die 
Einteilung des weiteren Stoffes. 


SA. 
Das Ergodenprinzip. 


Ohne Spezialisierung der Menge X aller möglichen Zustände x können 
wir nur wenige allgemeine Sätze beweisen, nämlich die Sätze über das 
Ergodenprinzip. Man sagt, daß ein stochastisch-definiter Prozeß dem Ergoden- 
prinzip _gehorcht, wenn für beliebige t®, x,y und € 


(22a) im (Pi, 2,1, €) — Pt”, y,1,€]=0, to, 

gilt. Für das Schema mit diskreter Zeit ist (222) mit 

(22b) im[P,„ 9) —- PP. &]=0, no, 

ofensichtlich äquivalent; in diesem Falle gilt der folgende 
Satz I. Wenn für beliebige x,y und & 

(23) P,(&©$)24,P,(y,©), 4,20, 

ist und die Reihe 

A 


n 


Ms 


Rn 


1 


divergiert, so ist das Ergodenprinzip (22b) erfülli und die Konvergenz 
von (22b) gleichmäßig in x, y, €. 


Bewein Es sei 
sup 1.8 €] zz M,.„(E) 


we[P,,(@, ©) = m,,(E). 
Man hat offenbar für i< k 
(25) P,,(z, €) = P,n (9, ©) P,,(z, U) < ME P,,(zd%) = M,,(©) 
und in analoger Weise 
(26) P..(@, €) 2 m,„(E). 
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Für beliebige x und y hat man wegen (23) 
P,(®, €) — 4,P,(9 €) = 0, 
Pr_1,n(® €) = [Pu &) P,(z, dA) 

—S Pın(2 EP (2,40) 4, P,(y,dW) +4, [Pa ©) Ay dW) 

2 Mmun(E) SIR. (e aa) —i,P,(y dW] + A,Pı-ı, „(9 €) 

=m.(E)l-4)+ 4,P.-ı, "(9 ©), 

P4-1,n(%: €) — P,-ı,n(2: E<S(i-4) [Pı-., (ie €) — m;, (E)] 

und wegen (25) 
27) PR. ©) —-P_,, m Ex (1-4,)[M,.(E) - m,„(E))- 
Da (27) für beliebige x und y gilt, ist auch 
(28) M,_:, = M,._ı, „(E)<S(1- 4) ME) - m, (E). 

Setzt man in (28) k=m--1,m +2,...,n, so erhält man nach 
Multiplikation der so gewonnenen Ungleichungen 

k=n 

(29) Yon (OS NM Ich). 


Die rechte Seite von (29) konvergiert mit n— co gegen Null, und damit 
ist unser Satz bewiesen. 
In dem homogenen Falle mit diskreter Zeit gilt folgender 


Satz II Wenn für beliebige x, y und & 
(30) P(xz,&)zıiP(y®&, 4>0, 
ist, konvergiert P”(x,&) gleichmäßig gegen eine jeste Verteilungs- 
funktion Q (€). 
Beweis) Im gegenwärtigen Falle ist 
M,, n+7(&) = sup [PP (x, &)] = M,(€), 
M,,n+2(E) 2 inf [P? (x, E} == M, (€), 
Ad 
und wegen (29) 
(81) MO —m(E)<(1- N". 
Da wegen (25) und (26) für g>p die Formeln 
(82) P%(,&)=-P,&&Ü)<M_,,(E)=M,(E), 


(88) P!(z,€) > m,(€) 
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gelten, so ist 
(34) M,(E>M(E > m,(E)Zm,(E). 
Aus (31) und (34) folgt unmittelbar unser Satz. 

Wichtige Spezialfälle des Satzes II wurden von Hostinsky und Hadamard 
bewiesen®). Die Verteilungsfunktion Q(®) genügt, wie in den erwähnten 
Spezialfällen Hadamard gezeigt hat, der Integralgleichung 


(35) ESP QLM. 


In dem Falle des allgemeinsten stochastisch-definiten Schema gilt 
Satz III. Wenn für eine Folge 


WW <h<..<t<..— 0 
und beliebige x, y und & 
(36) P(i,_»% bu E)24,Plt,_,. %, L.» €), 4 >0, 


nm 
ist, und die Reihe 


divergiert, so ist das Ergodenprinzip (223) erfüllt und die Konvergenz 
von (222) gleichmäßig in x, y, ©. 


Beweis) Es sei bei festem 1” 
sup[P(t®, x, 1, €)] = M(t, €), 


int[P(t®, 2,1, €©)]=m(t,€). 
Wenn 
Mei <t£it 


ist, erhält man wie beim Beweis des Satzes I als Analogon zu (29) die Formel 


n+1 


(37) H(1,6)—m({t,€) <, Tu = 


Da n mit t unendlich groß wird, konvergiert die Differenz M(t, &) — m (t, ©) 
mit 4 gegen Null, womit unser Satz bewiesen ist. 

Im Falle des nach der Zeit homogenen Schemas gilt endlich der dem 
Satz II analoge 


Satz IV. Wenn es ein solches o gibt, das für beliebige x, y, € 
{37) P(0,2,E)z4iP(o,y,€&), i>0, 
ist, konvergiert P(1,2,€) mit —-+00 gleichmäßig gegen eine feste 
Verieslungsfunktion Q (€). 


5) Comptes rendus 186 (1928), S. 59, 189, 275. 
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Zweites Kapitel 
Endliche Systeme von Zuständen. 
85. 
Einleitende Betrachtungen. 
Wir setzen jetzt voraus, daß die Menge X aus endlich vielen Elementen 
Be 


besteht. In diesem Falle setzt man 


(38) Plt,,2, 1, %;) =P, (i:t,)- 

Da offenbar für eine beliebige Menge & 

(39) P(i, 201, &)= 3 Put) 
ce 


ist, braucht man nur die Wahrscheinlichkeiten P,,(1,,2,) zu betrachten. 
Die Fundamentalgleichung (3) erhält sodann die Gestalt 


(40) IP, (ii: 13) P,n (te; 1;) — P,(h> b,), 
während die Gleichung (1) die Form 
(4i) ZP;ltst)=1 

3 


bekommt. Beliebige nicht-negative Funktionen P;,(t,, 1), welche (40) 
und (41) genügen, definieren einen stochastisch-definiten Prozeß der Ver- 
änderung des Systems ©. 

Man definiert jetzt den Operator &* folgendermaßen: 


(42) Fa=F%xPy= NR Pr, 
J 
wodurch die Fundamentalgleichung (40) sich in 
(43) Pl: t,) * Pb: t,) == Paul t,) 
verwandelt. 


Im Falle des Schemas mit diskreter Zeit setzt man 
Ppa(&i; a), P,(&,25) = Pi}. 
Die Wahrscheinlichkeiten P’ genügen dabei der Gleichung 
(44) 2-1, 
umgekehrt, wenn willkürliche Heinhebsiire Größen P? die letzte Gleichung 
erfüllen, können diese Größen als die entsprechenden Wahrscheinlichkeits- 


werte in einem stochastisch-definiten Prozesse betrachtet werden, Die 
Wahrscheinlichkeiten P}?? berechnet man dabei nach der Formel 


{2+ + 5 {2} 
(45) PEP = PVP? a...» PP. 
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Im Falle des homogenen Schemas mit diskreter Zeit hat man 
PE=Py PS®=[P,”=PS?. 


Wenn alle Größen P;; positiv sind, so sind offensichtlich die Bedingungen 
des Satzes II des $# erfüllt, und P} konvergiert folglich mit g — 
gegen einen festen Limes Q,. Die Integralgleichung (35) verwandelt sich 
in unserem Falle in das System von Gleichungen 


(46) 94=2&Q,P; @=12,..,n). 
Diese Resultate wurden von Hostinsky und Hadamard erhalten 9); 
86. 
Differentialgleichungen des kontinuierlichen stochastischen Prozesses. 
Es ist wegen (11) 
Pr.,G,t)=1, 
Pe (9) u 
PR,t)=0d, ij. 
Wenn die Änderungen unseres Systems & in jedem Zeitmoment t möglich 
sind, ist es natürlich vorauszusetzen, daß 


lim [P, (b i+4)]=1, 
im [P,,(6,0+4)]=0, 4—0,:+)j, 


ist, d.h. daß für kleine Zeitintervalle die Wahrscheinlichkeit der Änderung 
des Zustandes des Systems klein ist. Diese Voraussetzung ist in der Hypo- 
these der Stetigkeit der Funktionen P;;(t, 12) nach 1, und t, enthalten. 

Man nehme jetzt an, daß die Funktionen , ;(8 1) stetig und für +s 
nach 2 und s differenzierbar sind. Für i—s fordern wir die Differenzier- 
barkeit nicht. Es wäre a priori unvorsichtig, in diesen singulären Stellen 
die Existenz der Ableitung vorauszusetzen ’). 

Es ist für 1>s 


(47a) 


OPa(88) _y Pir(&2+4)— Prls,t) 
(48) a im az 


= Im [&P,,(s, t) Pl 144) — Puls 1)] 


Py(t,2+4 > 
Um | Sry ra, AU; 
JE 





%) Siehe 5). 
?) Vgl. mit den im Kap. IV betrachteten Funktionen F(s,x,2,4), welche für 
= s notwendig Unstetigkeitspunkte besitzen. 
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Wenn die Determinante 
2=/P,(et)| 


von Null verschieden ist, so kann man die Gleichungen 


4 = 
DR(3 Fir, ae en ES ui! _ =&,, Welpe, n) 


ak 








lösen: 
Palbt+A) I Ar 
Pr =. 
(49) P,(lt,t+4) 4 
a = F, j+k. 
u 


Da wegen (48) «,, mit A—0 gegen 7% 2 konvergieren, so konvergieren 


die Größen (49) ebenfalls gegen eng Limites: 


(503) lim Aal A.) 


P,(t,t+4) 
= — (> j+kh) 

Daß die Determinante Z für ein passendes s<t wirklich von Null 
verschieden sein kann, sieht man aus der Relation 
(51) imi=1l, s-ti, 


welche vermöge der Stetigkeit von Z und der Formeln (47) erfüllt ist. 
Aus (48) und (50) folgt unmittelbar das erste System der Differentsal- 
gleichungen für die Funktionen P,,(s, 8): 


(50b) lim 


nl) _ 


= 24,0) Pe) = Pal) * Au) |. 





Dabei ist wegen (47) und (50) 


(se) u 
(54) 4,20, jtk, As, 
und wegen (41) und (50) 

(55) ZAy=0. 


Die Gleichungen (52) wurden nur in der Hypothese s< t festgesetzt, aber 
wegen (47) und (53) sieht man, daß sie auch für i=s erfüllt sind. 





. _%) Man könnte auch umgekehrt (47a) und (50) a priori voraussetzen und daraus 
die Stetigkeit und die Differenzierbarkeit von P,,(s, £) nach # beweisen. 
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Es ist ferner für s<i 


&P,.(s, 2) 
ös 


—im4[P,(s+4,1)— IP,(s,s+4) P,(s+4,2)] 


A im Pr(s+4, 2 -Px(s, &) 





(36) 


a P ,(s8,8-+4 
= im Per JETZT Bet), A; 





jF+i 





und wegen (50) erhält man das zweite System. der Differentialgleichungen 








öP,,(s; t) rL 
ös = 





(57) — IA, () B4()= —Ay(8)* Pu(e1) |. 


Wenn die Funktionen A,,(s) stetig sind, so gelten offensichtlich die Glei- 
chungen (57) auch für st. 
Es sei jetzt für ein Zeitmoment i, eine Verteilungsfunktion 


U %) = 2,5); 2; 90) =1 


gegeben für die Wahrscheinlichkeit, daß das System © sich im Moment io 
im Zustande x, befindet. Die Gleichung (5) verwandelt sich jetzt in dıe 


folgende: 
9.) =2 Qt) Pirllo; t). 
Wegen (52) genügen die Funktionen Q,(t) den Differentialgleichungen 
dar \ 
(58) HI _ ZA, 9,0) (E=1,9,.5,50: 
Pr} 


Wenn die Funktionen A,,(t) stetig sind, so bilden die Funktionen 
P,,(s,1) das einzige den Anfangsbedingungen (47) genügende Lösungs- 
system der Gleichungen (52); folglich wird unser stochastischer Prozeß 
durch die A,,(t) vollständig definiert. Die reelle Bedeutung der Funk- 
tionen A;,(f) kann man folgendermaßen erläutern: Für 7% ist 4,(hat 
die Wahrscheinlichkeit des Überganges aus dem Zustande x, in den Zu- 
stand x, im Laufe der Zeit von i bis 5-+ dt, während 


Aur(t) = A 


ist, Man kann auch zeigen, daß, falls irgendwelche sieligen Funktionen 
4,,(f) unter den Bedingungen (54) und (55) beliebig gegeben sind, die 
Lösungen P,,(s,t) der Differentialgleichungen (52) mit den Anfangs- 
bedingungen (47) nicht-negativ sind und die Bedingungen (40) und (41) 
erfüllen, d.h, einen möglichen stochastischen, Prozeß definieren. 
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Es ist in der Tat wegen (52) und (55) 
4 ö 
(59) m Pals = 224,0] P,(e, )=0 
und, da vermöge (47) 
& P.(; :) 1 
& 


ist, folgt aus (59) die Relation (41). 

Man setzt ferner für t, <t, 
(60) Pa(lt,t)=P,(,;t), wenn L<t<it, 
(61) Pal )= 3 P,(:%) Palit), wem u<t. 

J 

Die Funktionen P’,(t,,t) sind stetig und genügen den Differentialglei- 
chungen (52); folglich gilt die Gleichung (60) für beliebige 2, und nicht 
nur für 5<1,; sodann fällt die Formel (61), wenn man i=1, setzt, mit (40) 
zusammen. 


Es bleibt zu beweisen, daß die Lösungen P;,(t,, t) nicht-negativ sind. 
Für diesen Zweck setzt man 


»()=Mn[P,@ s)l. 
Öftensichtlich hat man für passend gewählte > und % 
BP, (8, & 
Dry, Pu d)= vl), 

und, wenn w(t)< 0 ist, so folgt vermöge (54) 

4,1) Pla) 0, 

4,9) Pe) 2A.) y(), Ik, 

"F P; 9 
Dr year) = 24.) Pl) 2 FA) yd= RM rLı). 
j 3 F 
Da y(s)=0 ist, sieht man leicht, daß y(t) größer als jede negative 


Lösung der Gleichung ‚ 
7m AUF) 


ist und folglich selbst nicht negativ sein soll 


87. 
Beispiele, 


In den nach der Zeit homogenen Schemata hängen die A,,(t) von 
der Zeit: t nicht ab, der Prozeß ist in diesem Falle durch n? Konstanten A,, 
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vollständig bestimmt. Die Gleichungen (52) gehen dann in die folgende 
dPı(t 
(62) = Ay P.,{) 


über; diese Gleichungen kann man ohne Schwierigkeit lösen. Wenn alle 
Größen A,, von Null verschieden sind, so sind die Bedingungen des 
Satzes IV des$ & erfüllt, und P,,(t) konvergiert folglich mit ?— oo gegen 
einen festen Limes Q,. Die Größen Q, genügen den Gleichungen 


SI = 1, 
24,9; = 0 (k=1,2,...,n). 
3 
Man nehme z.B. an, daß 
n=?2, 
Ay = A, = A, 
A,=Aa=—A4, 


d.h. die Wahrscheinlichkeiten des Überganges aus dem Zustande =, in 
den Zustand x, und des umgekehrten Überganges gleich seien. Die Diffe- 
rentialgleichungen (62) geben für unseren Fall 


P.»(t)= Pult -3[1- e-24i], 
Pı(l)=P,(t) =3[1+ e->4i]. 


Wir sehen, daß die P,,(t) mit 2— oo nach Q,=} konvergieren. 
Folgendes Beispiel zeigt, daß die Konvergenz nach Q, mit gedämpften 
Schwingungen begleitet sein kann: 


n=3, 
A, d,= A, =, 
Ay = 4,—=A,=0, 
Aymda=d,=—A4, 


cosei-+ 5 


ie 


! 


Pu)=P2()=P,() = 
1. 1 1 
zsinat— zwsat| +5, 


Pa )= Pa) =P,(i) Be 


Fd)=-P3)=Ps M)=— Eu Arena + goosat] +3 
73 


= 


Die analogen gedämpften Schwingungen wurden für die Schemata mit 
diskreter Zeit von Romanowsky entdeckt. 
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Drittes Kapitel. 
Abzählbare Systeme von Zuständen. 


88. 
Einleitende Betrachtungen, diskrete Schemata. 
Wenn die Menge U aus abzählbar vielen Elementen 
en Be 


besteht, erhält man alle Bezeichnungen und Resultate von $5 des vorigen 
Kapitels. Die Konvergenz der Reihen 


Past) =1, SP,=1 


wird dabei vorausgesetzt, daraus folgt die Konvergenz von Reihen (40), 
(42), (46); dagegen verlangen wir nicht, daß die Reihe 

& P;; (h t,) 
konvergent sei. 

Wir geben jetzt nur einige Bemerkungen über die Schemata mit dis- 
kreter Zeit, und zwar über die homogenen. Die Bedingungen unserer Sätze 
über das Ergodenprinzip gelten für die Schemata mit abzählbar vielen Zu- 
ständen in den meisten Fällen nicht, aber das Prinzip selbst ist dessen 
ungeachtet öfters erfüllt. Zum Beispiel betrachten wir ein von Herrn 
S. Bernstein neuerdings betrachtetes Spiel®), in welchem ein Spieler in 
jeder Partei einen Taler mit der Wahrscheinlichkeit A gewinnen und mit 
der Wahrscheinlichkeit BZ, B>A, A+-B<l, verlieren kann, voraus- 
gesetzt, daß sein Vermögen von Null verschieden ist; im letzteren Falle 
verliert er nichts. 

Wenn x, der Zustand ist, in welchem der Spieler n» — 1 Taler besitzt, 
schreibt man die Bedingungen des Spiels folgendermaßen: 


Pond: Parın=B (n=1,2,3,...), 
P,ı=1-4, 

P"=1-4-B (n=2,83,4,...), 
P,=60, in allen anderen Fällen. 


? 


Man zeigt leicht, daß 
imP3=(1-3)(5) = po, 
= 
gilt, woraus das Ergodenprinzip folgt. 





®) Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 141 (russ.). 
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Es sei bemerkt, daß aus der Existenz von Limites 
im P=4A, 2—@, 
nur dann das Ergodenprinzip folgt, wenn die Summe 
> A,=A 


gleich Zins ist. Man könnte zeigen, daß stets A <1 ist, und daß im Falle 
A<1 das Ergodenprinzip nicht gelten kann. 

Wenn alle A, existieren und gleich Null sind, tritt die Frage hervor 
über die asymptotische Darstellung von P}; für p — co. Wenn eine solche 
Darstellung unabhängig von 3 möglich ist: 


PA ne 4 + o (27) > 


so sagt man, daß das lokale Ergodenprinzip erfüllt ist. Das letztere 
Prinzip scheint im Falle der abzählbar vielen möglichen Zustände von großer 
Wichtigkeit zu sein. 

Es sejen jetzt die möglichen Zustände x mittels aller ganzen Zahlen 
(—®<n< +00) numeriert. Alle Bezeichnungen und Formeln des $5 
bleiben dabei erhalten, nur erstrecken sich die Summationszeichen über alle 
ganzen Zahlen. Wir betrachten näher den Fall 


Pu= Pi 
Offenbar gilt in diesem Falle auch 
PP; er Pr; 


Pr= Pe Pass 
P"= SPP. 
Wenn die Reihen 
a=NKkP, 
k 
B’— Zk’P, 
% 


absolut konvergieren, kann man die Laplacesche asymptotische Formel 
folgendermaßen schreiben: 

68 pr 1 = 1 

h = 2pb® — 
2 a )- 
Was die Geltungsbedingungen dieser Formel betrifft, so wissen wir nur, 
daß sie im Bernoullischen Falle stattfindet, in dem 


(64) PR=1-4, P=A 
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ist und alle anderen P, verschwinden. Der Liapounofische Satz leistet für 
unser Problem nichts, wie man aus dem Beispiel 


1 
Pı=P_1=>5: 
PR=0, k+H+Ll, 


schließt, in dem (63) nicht gilt. Für die Gültigkeit von (63) ist im all- 
gemeinen notwendig, daß für jedes ganze m ein k existiert, für welches 


kz=0(modm), P=#d; 





ist. 

Es sei noch bemerkt, daß nur im Falle a=0 die Formel (63) bei 
festem % wirklich eine asymptotische Darstellung von Pf gibt. In diesem 
Falle folgt aus (63) bei festem % 





/ Bu in Fe 
. Den o(): 
und bei festem @ und 7 

1 1 
189) Pa Vaaznb ' (7) 


Wegen (66) ist in dem jetzt betrachteten Falle das lokale Ergodenprinzip erfüllt. 

Eine ganz besondere Art von Annäherungsformeln für PF erhält man, 
wenn die Wahrscheinlichkeiten P,, der Unveränderlichkeit des Zustandes 
des Systems in jedem einzigen Änderungsmoment nur sehr wenig von 
Eins verschieden sind. Zum Beispiel im Bernoullischen Falle (64) gilt für 
die kleinen Werte von A die Poissonsche Annäherungsformel 


ÄAFmpk 
(67) Pen ar e-4P, 





Die allgemeine Methode zur Ableitung von solchen Formeln erhält man 
durch die Anwendung der Difierentialgleichungen von nach der Zeit 
kontinuierlichen Prozessen, wie es für die Formel (67) in $ 10 gezeigt wird. 


89. 
Differentialgleichungen des nach der Zeit kontinuierlichen Prozesses. 


Wie im $6 setzen wir voraus, daß die Funktionen P,.(s, 2) stetig 
und fürz+s nach {und s difierenzierbar sind. Die Formeln (48) und (56) 
gelten in dem jetzt zu betrachtenden Falle der abzählbar vielen möglichen 
Zustände wie früher, aber um die Vertauschbarkeit des Limeszeichens mit 
dem Summenzeichen in diesen Formeln zu beweisen und somit die Diffe- 
rentialgleichungen (52) und (57) festzustellen, muß man jetzt neue ein- 
schränkende Bedingungen einführen, und zwar die folgenden: 

A. Existenz der Limites (50). 

B. Gleichmäßigkeit der Konvergenz von (50b) nach 7 bei festem k. 
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C. Gleichmäßigkeit der Konvergenz der Reihe 

(68) Sat „E+4A) _ = man rh0) 
k=E3 
nach 4 (daß diese Reihe konvergiert, folgt unmittelbar aus (41)). 

Die Bedingung A war im $6 für den Fall der endlich vielen Zustände 
bewiesen auf Grund der Differenzierbarkeit der Funktionen P,,(s, t) für +s; 
im abzählbaren Falle dagegen scheint sie daraus nicht zu folgen. Zur 
Bedingung B sei bemerkt, daß die Gleichmäßigkeit der Konvergenz von 
(50b) nach % bei festem j aus der evidenten Ungleichung 

Put +4)<1—-P,(,t+4) 
folgt. Dagegen wird die Gleichmäßigkeit von (50b) für beliebige j und k 
ebenso wie die Gleichmäßigkeit von (50a) nach % nicht verlangt; diese 
Forderungen wären für die Anwendungen unbequem, 

Da die Faktoren P,,(s, 2) in der Formel (48) eine absolut konvergente 
Reihe bilden, so kann man wegen der Bedingungen A und B in dieser 
Formel Limes- und Summenzeichen vertauschen und so die Differential- 
gleichung (52) erhalten. Dabei genügen die Größen A, ;(2) offensichtlich 
den Formeln (53) und (54); die Formel (55) ist wegen der Bedingung C 
ebenfalls erfüllt. Aus der letzten Bedingung und der gleichmäßigen 
Beschränktheit der Faktoren P,,(s+ 4, t) folgt auch die Vertauschbarkeit 
des Limes- und Summenzeichens in der Formel (56), welche für die Her- 
leitung der Differentialgleichung (57) genügt. 





$10.: 
Eindeutigkeit und Berechnung der Lösungen im nach der Zeit 
homogenen Falle. 


In diesem Falle gehen die Gleichungen (52) in die folgenden 
EP,y,(t 
(69) = An Pl) = Pal) #4, 


über, wobei A,, Konstanten sind Wir beweisen im Falle der Konvergenz 
der Reihen 


Zl41= Br, 
2B;'| 4 2. 
2 
u Se ee 
SB", PR Ber, 
71 SE u Ä 
(71) 3 st: k=123,3,.., |2)<0>0, 


” 


Analytische Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 487 


und der Anfangsbedingungen 
(72) N P,O)=h 
P,O)=9, +), 
daß die Gleichungen (69) ein einziges, den Bedingungen unseres Problems 
genügendes Lösungssystem P,,(t) besitzen. 
Da stets P,,{t) < 1 ist, so erhält man in der Tat vermöge (69) und (70) 


die Ungleichung 
rn en i< <p” 


folglich kann man (69) gliedweise differenzieren: 





d?Py,(t ap; ;(t 
a NA = Pr Pa) %* Ar 
J 
In analoger Weise erhält man die allgemeinen Relationen 
| d* } 
(73) arrat) <BR, 
; art 
(74) ı Pald)=5- Fr Pu) %* A;- 


dir 


Aus (73) und der Konvergenzbedingung für die Reihen (71) folgt, 
daß die P,,(t) er sind. Ferner erhält man vermöge (69) und (74) 


(75) gn = Pal) = P.,()* [Al 
insbesondere hat man für 3= 0 wegen (72) 

da” n 
(76) Zr Pir(0) =.[4,1,; 


woraus folgt, daß die analytischen Funktionen P,,(t) durch die Kon- 
stanten A,, eindeutig bestimmt sind. Die Formeln (76) und (75) dienen 
auch zur Berechnung der Lösungen des Systems (69) durch die Taylorschen 
Reihen. 

Zum Beispiel, wenn 


Ar ırı =4, 
A, = 4, 
4A; =0, in allen anderen Fällen, 


[2] 
ist, erhält man leicht 


elder un 
un!) = Bo ai, 


Pult)=0, m>n 
oder die Poissonsche Verteilungsformel; diese stimmt fürk=n — m, p=t 
mit (67) überein. 
Mathematische Annalen. 104. 29 





nm, 
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Wenn das Ergodenprinzip erfüllt ist und P,,(t) gegen Q, mit d— 
konvergiert, genügen offensichtlich die Konstanten Q, den Gleichungen 


Zul, 
7 
(77) I4,9;=0 (k=1,2,...). 
Zum Beispiel, wenn 
A, = 4, 
A,ıı=B, B>A, 
Aı =-A4, 
4;; = — (A+B), i>1l, 
A; =0, in allen anderen Fällen, 


” 
ist, erhält man leicht aus den Gleichungen (77) 


(1-3) 


Als zweites Beispiel setzen wir 


A; irı =4, 

Auıi =iB, 

A, =—A-(i-1)B, 

4A =0, in allen anderen Fällen. 


25 
Die Gleichungen (77) liefern uns in diesem Falle 


1/4A\" "5 
Aurı= n! (3) e 
also wieder die Poissonsche Formel. 


Viertes Kapitel. 
Kontinuierliche Systeme von Zuständen, einparametriger Fall. 


$ 11. 
Einleitende Betrachtungen. 

Es sei jetzt der Zustand des betrachtenden Systems durch einen 
reellen Parameter x definiert; wir bezeichnen in diesem Falle mit x den 
Zustand selbst, sowie den zugehörigen Wert des Parameters. Wenn €, 
die Menge aller Zustände x mit z<y ist, so setzen wir 

Fi,21,y)=Pli,2,%,€,). 
Fii,x,t,,y) ist als Funktion von y monoton und nach rechts stetig und 
genügt den Grenzbedingungen 


(78) Fi,21,-@)=0, Fii,2,t,+@)=1. 
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Die Fundamentalgleichung (3) verwandelt sich für F(t,,x,1,,3) m die 
iolgende: 


za 
(79) Fi 2, 15, z) Zu S Fi, Yılz, 2) aF(t,, %, ba, y)- 


Man kehrt so zum Gebrauch der integralen Verteilungsfunktionen der zu- 
fälligen Größen und der Stieltjesschen Integrale im gewöhnlichen Sinne 
zurück. " 

Das Integral (79) ist nach Lebesgue‘®) gewiß bestimmt, wenn 
F(t,,Y,t,,2) nach 4 im Borelschen Sinne meßbar ist. Wir setzen im 
folgenden voraus, daß das System % (siehe $ 1) mit dem System aller 
Borelschen Mengen zusammenfällt, woraus die Borelsche Meßbarkeit von 
F(t,,2,t,,y) nach x folgt. Dabei ist bekanntlich die additive Mengen- 
funktion P(t,,%,1,, €) für alle Borelschen Mengen € durch die ent- 
sprechende Funktion F(t,, x, 1,, y) eindeutig bestimmt. 

Wir nennen die monotone und nach rechts stetige Funktion F(y), 
welche den Grenzbedingungen 


F-o)=0, Fito)=1 
genügt, die normale Verteilungsfunktion. Wenn F,(xz,y) und F,(x,y) als 


Funktionen von x im Borelschen Sinne meßbar und als Funktionen von % 
normale Verteilungsfunktionen sind, so gilt dasselbe auch von der Funktion 


m) Fey Ra )oRı = | Ale y)dr,(e2) 


Dieser Operator & ist wie * assoziativ; mit seiner Hilfe schreibt man die 
Fundamentalgleichung (79) in der Form 
(81) F(i,%1,y)=Fll,%,1,y)8 Fll.©%,%)- 

Wen P(a,y)=Vı(ly— er) Rla,y)=V,(y— x) ist, so gilt, wie 
man leicht ausrechnet, 


(82) Piz, Y)® F, (2,9)= v(y = «) Fr v,(v = )OV,(y = 2); 
(83) VON] Ne Dane 


Der Operator © ist auch assoziativ und überdies für die normalen Ver- 
teilungsfunktionen kommutativ; wenn man V, (x) und V,(x) als Verteilungs- 
funktionen für zwei unabhängige zufällige Größen X, und X, betrachtet, 
so stellt bekanntlich 9, (2)OV,(x) die Verteilungsfunktion für die Summe 
X=X,+X, dar), 





"0) Legons sur Pintögration, 2. Ausg, 8. 261. 
4) Siehe z, B.: P, L&vy, Calcul des probabilites, S, 197. 
29* 
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Wenn F(t,,2,1,,y) als Funktion von % totalstetig ist, so hat man 


Yy 
(84) Ft, 2,1, %) —, fh: 1, Y)ay. 


Die nicht-negative Funktion f(i,, 2, 1,, y) ist dabei nach x und nach y im 
Borelschen Sinne meßbar und genügt den Gleichungen 


+o© 
(85) Ei flt21, y)dy=1, 


+0 
(86) ftt, %, tz, 2) -/ ft, %, t, Ye, Y; t;; 2) dy. 


Umgekehrt wenn f(2,,2,1,,%) alle diese Forderungen erfüllt, gelten für 
die nach (84) definierte Funktion F(1,x,1,,y) die Gleichungen (78) 
und (79); folglich definiert eine solche Funktion f(t,,%,t,,y) ein Schema 
eines möglichen stochastischen Prozesses. Diese Funktion f{t,. 2, 1,,y) 
nennen wir weiter die differentiale Verteilungsfunktion für die zufällige 
Größe 3. 

Wir merken uns noch die folgenden gemischten Formeln: 


+0 
(87) F(t,2,1,, 2) = Fi, ya, 2) ft, 2, 1, y)dy; 


(88) fi % 1, -f fi, y1, 2)AF(t,, 2,14, 9). 


Im Falle des nach der Zeit diskreten Schemas betrachtet man die 
Funktionen 
Fuan(&: Y) En: Pit, %, t.» 4); 


Fa y)=F,_1.(% 9): 
welche den Gleichungen 
(89) Fon+ı[?: y)= Fun (2: Y)OH, n+1 (8: 9); 
(9) Fun(®; y) — Fam y) 8 Fan: Y); k MN, 


genügen. Wenn 


malt: y)= Stun y)dy, 7.8; Y) = fun 4) 


ist, so hat man überdies 


+o© 
(9) Fam +1 (2 z) 2 Im (2; Ylası (4; 2)ay, 


+0 
(92) fan (%, 2) =/ Fam Yhan 2)dy, k<m<n. 


‚Analytische Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 441 


$ 12. 


Die Lindebergscehe Methode. Übergang von den diskreten zu den 
kontinuierlichen Schemata. 


Wie im $3 bemerkt wurde, werden in der Wahrscheinlichkeitstheorie 
gewöhnlich nur die nach der Zeit diskreten Schemata betrachtet. Das 
fundamentale Problem für diese Schemata besteht in der Aufstellung der 
Annäherungsformeln für die Verteilungen P,,„(x,y) mit großen Diffe- 
renzen n — m, oder, was im wesentlichen dasselbe ist, der asymptotischen 
Formeln für F„(&, 4) bein—o0. Das wichtigste Resultat in dieser Richtung 
ist der Laplace-Liapounofische Satz. Wir wollen jetzt den Lindebergschen 
Beweis?) dieses Satzes näher untersuchen, um seinen Hauptgedanken in 
möglichst allgemeiner Form herauszubekommen und dadurch eine allgemeine 
Methode zur Herleitung der asymptotischen Formeln für F_,„(z,y) zu erhalten. 

Es sei 


F,&y)=V,(y-®): 


a,2)= [ware n)= var) =0, 


ro + 
2) wann) Sy’araly) = in, 


Ban = ar + Dmra + ... +5; 
der Laplace-Liapounofische Satz behauptet unter einigen Nebenvoraus- 
setzungen, daß bei festem m und wachsendem n 


Fa) ro), 


Ban 
B(2)= es a 
Verl 


gleichmäßig nach x und y gilt. 

Wir betrachten neben dem durch die Funktionen F,(x,y) definierten 
stochastischen Prozeß mit diskreter Zeit einen anderen mit kontinuierlicher 
Zeit; dieser letztere Prozeß sei mittels der Funktion 

Fra, = (2) 
charakterisiert. Es sei ferner 
b=0, a.= Bas: 
PH; Y) Fr E(2,; x, bs Y), 
F(®; Y) =F,_1,(% Y)- 


”2) Math, Zeitschr, 15 (1922), 8. 211. 
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Man hat offensichtlich 
F(&,)=2(72), 
2,2) |w- Daran) =0, 


Bia)- (ya, bn 


dabei fallen die ersten und zweiten Momente ä,(x) und b„(x) der Ver- 
teilung F', (x, y) mit entsprechenden Momenten a, (x) und B. „(x) der Ver- 
teilungen F,(x, y) zusammen; auf Grund der letzteren Tatsache beweist 
Lindeberg, daß die Differenz 


Fun(®: y) Zu Pan: Y) 
mit n— oo gegen Null konvergiert, dann folgt der Laplace-Liapounofische 
Satz aus der evidenten Formel 

Fl). 

Im allgemeinen Falle beliebiger Funktionen F', (x, y) kann man eben- 
falls die Lindebergsche Methode anwenden, wenn man eine Funktion 
F(t’,x,t”,y) kennt, welche einen kontinuierlichen stochastischen Prozeß 
definiert und für eine Folge der Zeitmomente 

W<h<D<..<t<. 
mit a,(x) und b,(z) ) zusammenfallende oder von len nur wenig ab- 
weichende Momente &,(x) und 5; „(X) ergibt. Die allgemeine Methode zur 
Herleitung solcher Funktionen F wird sodann durch Anwendung der 
Differentialgleichungen der kontinuierlichen Prozesse erhalten, welche in 
den folgenden Paragraphen betrachtet werden. Zum Übergang von F zu F 
kann man den folgenden Satz benutzen: 

Übertragungssatz. Es seien durch die Funktionen F „(x,y) und 

F,(&,4) zwei stochastische Prozesse mit diskreter Zeit definiert. Wenn 


9) Sw-anas)=ale, [w-Darlev) 2,0), 





a) aan), waren) =) 


5) In-elanen-ak, [9-ztdhlan-2e) 


la.) 4,(2)|<B,. 

du (2) — Du(2)| <a. 
„R)Sr, 
ST, 


(96) 
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ist und eine solche Funktion R(x) existiert, daß 
R(z)=®0, wenn z<0, 
(97) O<K(z)<1, wenn O<exr<i, 


Ra)=1, I<x, 
(98) Unl2)= | R@-)aR,.@y), 


8 U) <KR, 
(99) ua) SEN, 
= Fe U,.(8; 2), KR (k=0,1,2,...,n) 
ist, so hat man 
10) Fa y-N-:, Aula, Y)<H,. rt 


& Int Dee KD n+n) 
=1 


Für die a dieses Satzes im Falle, wo die Momente a(z), 
d(x), c(x) bei wachsendem x unbeschränkt sind, kann man öfters die Un- 
beschränktheit durch Einführung einer neuen passend gewählten Variablen 
x’—=@(x) beseitigen. 

Beweiskies Übertragungssatzes. Man hat wegen (98) 

(101) D;-1.(2,y) = Pr-1n (y)BR(y— ©) 
=F(&,)8P,41&9)8-.- OF, &y)BRY-2)=Fla,y)OU,. (2%) 
und wegen (93), (94), (95), (99) 


(102) U,_..l29)= J Unlz,y)aF,(e,2) 





= fe [V.@ +20... En De AH ACH) 


U) + ZU) + ee, ö<1. 
Wenn man 
(103) P,_1.l®: y)=F,(2,9)80,.(2%) 


setzt, so gilt die zu (102) analoge Formel 
000) a) Te) + ne) le) 


HH ER, 181 <1. 
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Aus (102) und (104) folgt vermöge (96) und (99) 
(105) I0,_,.@Yy) — VW) <Krp+ Rt sk? nr): 
Es sei ferner 
(106) W,..(2:9) = Frl 9) © U,.(8,%) 
=-AENSRENB... BR WET. )=R.n NM _1. 9) 
dann ist wegen (105) 
LE ee FRRBRC A] 
= Fan. W)SV, m.) Fr N)SU,_ı. 9) 


{>} 


=) N_ı,na N) —-U,_ın&Y)EF, ,_ı®2) 
= sup|V,_,„(2%) =D.) | 
SEND +SRPar RP (+), 


I 


(107) IW,n(&; y) —W,.(8; y) | 


% Rn Rn 
I pe 1 en 
SD pt+zZ EN ts In +n)=e,. 
k=1 k=1 k=1 


+o 
Way) Anl y)ORY—2)= | Ry-2)dR,la2). 
Wenn man in Betracht zieht, daß 
+@ 
Way) =F,.(®; y)BR(y—x) IR (y-2) dF,„(t,2) 


ist, so erhält man wegen (97) 


Y 
W.n(%; Y) < [ar (2,2) =F,.(%, Y): 


% 
W,.(2:% + 2) > [are z) =. 9): 

(108) = - 
W..(%,%) > J aF .@2)= Fly =) 


url 


W,.(%; Y = u 2) =] dF,,(®, 2) =F (2:9 5 2). 


Aus (107) und (108) folgt unmittelbar die Formel (100). Für die 
Einzelheiten der Beweisführung siehe die erwähnte Lindebergsche Ab- 
handlung. 
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813. 
Die erste Differentialgleichung für die nach der Zeit kontinuierlichen 
Prozesse. 


Wenn in unserem System © in jedem Zeitmoment # Änderungen auf- 
treten können, ist es natürlich vorauszusetzen, daß große Änderungen des 
Parameters x in kleinen Zeitintervallen nur sehr selten stattfinden, oder 
genauer, daß für jedes positive e 


109) Plt,x2,1+4, |y—-2!>.)—0, 4b, 


ist. In den meisten Fällen kann man voraussetzen, daß auch die schärfere 
Bedingung 


+00 


(110) m@(1,2,4)= [jy-zi’dPl,n,i+A,y)—0, 4-0, 


wenigstens für die ersten Momente m), m, m® erfüllt ist. Eine all- 
gemeine Untersuchung der Möglichkeiten, welche in diesen Voraussetzungen 
vorkommen, wäre von großem Interesse; wegen einiger Bemerkungen dar- 
über möge auf den $ 19 verwiesen werden. 

In den nächsten Paragraphen wird vorausgesetzt, daß noch die wich- 
tige Bedingung 2 
; m (t,x,4) 
(111) m®(1,2,4) —0, A—b6, 
erfüllt ist. Diese Bedingung gilt sicher, wenn für unendlich kleine 4 nur 
unendlich kleine Differenzen y— x in der Bestimmung von m®(t,x, 4) 
durch die Formel (110) wesentlich sind, oder genauer, wenn 
SrE 
Jiy-z]’drlt,2,:+4,y) 
a —1, 


S Iy—xzl?dP(t,x,2-+4,3) 


-o 


(112) 3; 





ist, Nur in diesem Falle wird unser stochastischer Prozeß im eigentlichen 
Sinne nach der Zeit kontinuierlich. Aus (111) folgt auch die Formel 

m (1,2,4) ER 

m (42,4) 

Außerdem setzen wir voraus, daß bei s +2 alle partiellen Ableitungen 

von F(s,x,t,y) bis zur vierten Ordnung existieren und bei festem t und 
% füri—s>k>0 nach s und x gleichmäßig beschränkt sind. Aus (78) 
und (110) schließt man, daß bei s=t dagegen F(s,2,1,3) notwendig 
eine Unstetigkeit besitzt. Die Funktion 


(113) fsuty)= 5 F(s,24,9) 


0, dd. 
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genügt offensichtlich den Gleichungen (84), (85), (86) und besitzt bei 
festen t und y fürt—-s>%k>0 nach s und x gleichmäßig beschränkte 
Ableitungen bis zur dritten Ordnung. Alle weiteren Rechnungen führen 
wir für diese differentiale Verteilungsfunktion f(s,x,t,34) aus. 

Es sei 


+9 
(114) a(t,2,4)= S (y—z)flt,x,t+ 4,y)dy, 

+ 
(115) 85°1,2,4)= [ (y—- z)’f(t,2,1-+ 4,y)dy= m®(t,x,4), 


+0 
(116) e(l,2,4)= F |y &= z’f(t,x,t +4,y)dy = m®(i,x,4). 
Man hat vermöge (85) und (86) 


(117) f(s,2,1,4) = RR RP ERT 
= [tes +4,2)|f(s+4,2,1,9) +, (s+4,2,:,y)(2— x) 


+ arle+ 4,21, + 75(6+4, Er) 


= f6+ 4,6) + Ztle+ 4,2,1,9)a (8,2, 4) 
Haft, REN ger, IH1<c, 


beis+4A<r<t kann dabei © unabhängig von 4 gewählt werden. Aus 
(117) folgt unmittelbar 


fs+4,56,)-f(s,x,t,y) 
(118) ) E23 





ar %,4) b° n x, 2.2) PEISH x ‚N 


fle +4, 2,1,y) - Bifle+4, z,t,Y) : 64 


Jetzt wollen wir zuerst beweisen, daß, wenn die on 





& ö 
fs T, v, «’)521(8: %, 1", y”) 





(119) D(s, z,W, vr”, y")= 6° 8° | 
early") 
bei festen x und s nicht identisch nach 7’, y, i”,y" verschwindet, die Verhältnisse 


er Be, nd 
mit A—0 zu bestimmten Grenzwerten A(s,x) und B’(s,x) konvergieren. 
Es seien in der Tat t’,y’,t”,y” so gewählt, daß (119) nicht verschwindet, 
in diesem Falle ist für jedes genügend kleine 4 auch 


D(s+4,2,0',y',1”,y”)+0, 
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so daß die Gleichungen 
KNIE + AS Y) + Rd) zz f(+4,2,1”, 9") 0, 
HOPE +4,2,t',y”) +ulNfle +4,2,1”,y")=1 


eindeutig lösbar sind. Dabei konvergieren A(4) und #(4) mit A—0 nach 
i(0) und (0). Vermöge (118) erhält man ferner 


aaı) afeHterr)-Teris), „eramts I Tentn 


(120) 








B(s, 4, er< 6 (8, 4, 
u. ne (&-#6 ee, us Bar 
Die linke Seite von (121) konvergiern mit 4— 0 nach 
P] ER ö ”.,# 
2=10)5 78 x,0,y )+a(0); fs x,1”,y"); 


in der rechten Seite von (121) ist vermöge der Bedingung (111) das zweite 
Glied unendlich klein im Vergleich mit dem ersten, folglich konvergiert 
dieses erste Glied zu dem festen Limes 


(128 B(s,2)-imtCRrN_g 4-0. 
24 


Aus (122) und (111) folgt unmittelbar, daß 


c(s,2, 4) 
u 4—ßd, 


(123) 

ist. 
Wegen (122) und (123) geht die Formel (118) für 4=0 in die 

en über: 
im f(s, 2,1, 9) 


Da 2 (s,x,t,y) nicht identisch nach i und % verschwindet, existiert 


ei FFRICH 2,:,Y4) — u f(s,2,t,y) B’(s, x). 


auch der Limes A 
(124) A(s, x) = lim ats,2,4) _ 0 mtv y)- flez, 1,4) B°(s,x) 
ä Fa ICERR) 





A—d. 


Aus (118), (122), (123) und (124) folgt durch den Grenzübergang die ersie 
fundamentale Differentialgleichung: 


F 8 
(125) ey) As) y) 


a 0° 
—B(s,2)53 fl: %1,9)- 





448 A. Kolmogorofl. 


Wenn die Determinante D (s, x, 2’, y’, 2”, y”) bei beliebigen 7°, y’, 2”, y” 
verschwindet, existieren im allgemeinen die Grenzwerte A(s, x) und B? (s, x) 
nicht, wie das folgende Beispiel zeigt: 


_W-a% 
3y? 4(f-3) 


2Yali-—s) 





(126) fls,2,:,y)= 


Hier ist bi x = 0 

EN ERS, 40. 
Man könnte jedoch zeigen, daß solche Ausnahmepunkte (s,x) auf der 
(s, x)- Ebene nirgends dicht liegen. 

Die reelle Bedeutung dieser sehr wichtigen Größen A (s, x) und B (s,®) 
ist die folgende: A(s, x) ist die mittlere Geschwindigkeit der Veränderung 
des Parameters x im Laufe des unendlich kleinen Zeitintervalles. Bis, ®) 
ist die differentiale Dispersion des Prozesses. Die Dispersion der Differenz 
y— x ım Zeitintervalle A ist 


(127) b(s,x,4)—=B(s,2)Y24-+0(Y3)=0O(YA), 
der Mittelwert dieser Differenz ist 
(128) a(8,2,4)=A(s,2)4+0(4)=0(4). 


Es ist vielleicht nötig zu bemerken, daß der Mittelwert m®(t,x, 4) von 
|y—x| wie die Dispersion b(s,x,4) von der Größenordnung YA ist. 
Wie es im folgenden Paragraphen gezeigt wird, in manchen Fällen charak- 
terisieren die Funktionen A(s,z) und B(s,x) eindeutig unser stochasti- 
sches Schema. 


$ 14. 
Die zweite Differentialgleichung. 


In diesem Paragraphen erhalten wir aufrecht alle Forderungen über 
die Funktion f(s, x, t, y) des vorigen Paragraphen und setzen überdies 
voraus, daß f(s,x,t,y) stetige Ableitungen bis zur vierten Ordnung hat. 
Dann folgert man leicht aus (120), daß, wenn die Determinante (119) 
nicht verschwindet, 2(0) und (0) stetige Ableitungen nach s und x bis 
zur zweiten Ordnung haben; wegen (120) und (124) gilt offensichtlich 
dasselbe für B’(s, x) und A(s,x). 

Es sei jetzt für ein festes $ ein Intervall « <y<ob gegeben, derart, 
daß in keinem seiner Punkte die Determinante D (1,9, w, 2’, uw”, 2”) iden- 
tisch nach u’, 2’, u”, z” verschwindet. Es sei ferner R(y) eine nur auf 
der Strecke a <y< 5 von Null verschiedene nicht-negative Funktion mit 
beschränkten Ableitungen bis zur dritten Ordnung. Dann hat man 
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b 


b 
9) Sr nRWar= rei) Ray 


im; [tea tan re Eaa 


= im }} [ro re x,t,2) fll,2,144,y)dedy — Ir x,t, ALLEN 


+o 


= im 44 | f(s; 2, t,z) ai flt,2,1+4,y) [R(@) +2’) (y—2)+ R”(e) in 


oo 


+0 
+R” IE aydz — je: 12) Rla)del 


— lim l ı Ir x, t, 2) | R’(z) a(t,2,4)+R"(z ee “B= A) pen) > az 


+0 


f fl&, 2,1, 2) [R’(e) Alt, 2) + RB”) B*(1, 2)]de 


mo 


! 


I 


b 
[re 2,1, 9) [R’(y) Alt, y) + R”(y) B*(t, y)lay, |< sup; R”(E)]. 


Um den Limesübergang nach 4 in dieser Rechnung zu rechtfertigen, be- 
merke man, daß und), and) und ein 2) bzw. nach A(t,z), 
B?(t,z) und nach Null gleichmäßig konvergieren, und daß der Faktor 


f(s,x,t,2) ein endliches Integral nach 2 besitzt. 
Nach einer partiellen Integration erhält man 





5 b 
130) rem.) RW4aDay= - | Z1re2,,,) Ay) R@)ay 
und mittels einer zweifachen partiellen Integration hat man ferner 

d b 
ası) ji f@e,2,1,y) R”(y) B’(, y)dy = f ten y)BE NRW) Ay, 


da R(a)=R(b)=R(a)—R’(b)=0 ist. Aus (129), (130) und (181) 
folgt unmittelbar 
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b 


(132) f& f(s,2,1,9) R(y)dy 


= 


ö 2? 2 
-/{- Aut) tere“ LY)]}R@) dy; 
da R(y) bis auf die oben erwähnten Bedingungen willkürlich ist, schließt man 
leicht, daß für die (£, y)- Punkte mit nicht identisch verschwindender Determi- 
nante D (1, 9, w’,2’,u”,2”) auch die zweite fundamentale Differentialgleichung 


(133) are»: =, Ale) | 


gilt. 

Man könnte auch diese zweite Gleichung ohne Hilfe der ersten direkt mit 
den Methoden des $ 13 ableiten, aber in diesem Falle würde man neue schwie- 
rigere Voraussetzungen über die Funktion f(s,x,t, y) brauchen, welche hier 
nicht formuliert werden. Man würde dabei aus der zu (118) analogen Formel 


+% 
J rü-4,2,:,y)de-1 


(134) Kam) Hantan) _ ge, 2,1 4,4) © r 


+© 
f ft -4,2,t,y) (2— y)dz 








+3, f(2,1-4,y)=° 4 
+0 
58 JS fle—4,2,1,9) (e- Y)’de 
Tayrle, 2,1 4,y)- 54 
+@ 
[rt -4,2,t,y) |e-yl°dz 
ru 64 





ausgehen, dann beweisen, daß 


+0 
J fü-A,2,t,y) j2-yl’dz 
_o© 














0, 4—0, 
ist und daß die Limites 
+50 
JSrua-4,2,1,y)(@-ydaz _ 
(135) kim =® 57 =Bi,yY), 
+0 
. Sf, 8, y)(z-y)dz 
(136) lim 4 =4(b, 9), 
+® 
JS ru- a, Wi-1 
(137) _® 4 =N(1,y), 4—0, 
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existieren und so unsere zweite Gleichung in der Form 
133) Zrenty)- NY) ra 2%9) 
+4(1, 9) „6 2,1,4)+ B*(t, YVarfß, 2,1,4) 


erhalten. Um diese letzte Form mit der früher gefundenen zu identifizieren, 
sollte man noch beweisen, daß 


(189) B’(t,y) = B?(t, 9), 
(140) A y)= Ay) +5;Buy), 
aan) Kuy)=A,y)+ 23B°Q,y) 
ist, 

815. 


Fragestellungen über Eindeutigkeit und Existenz der Lösungen für die 
zweite Differentialgleichung. 

Um die Funktion f(s,z,i,y) durch die Differentialgleichungen (125) 
oder (133) eindeutig zu definieren, sollte man natürlich irgendwelche An- 
fangsbedingungen aufstellen. Für die zweite Gleichung (133) kann man 
folgendermaßen verfahren: Wegen der Formel (85) genügt die Funktion 
f(s,x,t,y) für jedes £>s der Bedingung 


+0 
(142) S rs z,t,y)dy=1, 


während man wegen der Bedingung (110) überdies 


+0 


(143) [y-e)fs2,1,y)dy—0, t—s, 


hat. Die Hauptfrage über die Eindeutigkeit der Lösungen ist die folgende: 
Unter welchen Bedingungen kann man behaupten, daß bei gegebenen s 
und x nur eine für alle Werte von y und i>s definierte nichi-negative 
Funktion von t und y f(s,x,t,y) existieren kann, welche der Gleichung 
(133) und den Bedingungen (142) und (143) genügt? In wichtigen Spezial- 
lällen kann man auf diese Frage eine positive Antwort geben, zum Bei- 
spiel in allen Fällen, welche in den beiden nächsten Paragraphen betrachtet 
werden. 

Es sejen jetzt die Funktionen A(t, y) und B*(t,y) a priori gegeben; 
man kann sich fragen, ob eine nicht-negative Funktion f(s, x, , y) existiert, 
welche den Gleichungen (85) und (86) genügt (diese Forderungen sind, 
wie esin $11 erklärt ist, notwendig, damit f(s,2,1,y) ein stochastisches 
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Schema definieren könnte) und nach dem Grenzübergang gemäß den For- 
meln (122) und (124) die gegebenen Funktionen A(t, y) und B*(t, y) ergibt? 

Zur Lösung einer solchen Aufgabe kann man zunächst etwa eine nicht- 
negative und den Bedingungen (142) und (143) genügende Lösung unserer 
zweiten Differentialgleichung (133) bestimmen und dann untersuchen, ob 
sie wirklich eine Lösung unserer Aufgabe darstellt. Dabei entstehen die 
zwei allgemeinen Fragen: 

1. Unter welchen Bedingungen existiert eine solche Lösung der Glei. 
‚chung (133)? 

2. Unter welchen Bedingungen kann man behaupten, daß diese Lö- 
sung wirklich den Gleichungen (85) und (86) genügt? 

Es bestehen alle Gründe, daß diese Bedingungen einen hinreichend 
umfassenden Charakter haben. 


816. 


Wir nehmen jetzt an, daß f(s,x,1,y) beliebig von s und t abhängt 
und im übrigen Funktion von der Differenz y—x ist, d.h. daß unser 
Prozeß nach dem Parameter homogen ist: 


(147) fs,2,1,y)=v(s,t,y—z). 


Offenbar hängen in diesem Falle A(s,x) und B(s,x) nur von s ab, so 
daß man die Differentialgleichungen (125) und ( ur in der Form 


(148) T=—- 4) BL, 
(149) TO er 


schreiben kann. Für die Funktion v(s,t,2) ergeben (148) und (149) die 
Gleichungen 


(150) 


A) B’6 Ve 


E 
N 


S 


ex 





(151) Hn— pres ER. 


Die Gleichung (151) war von Bachelier entdeckt??), aber im richtigen 
Sinne dieses Wortes nicht bewiesen, 
Wenn identisch A(t)=0 und B(t)=1 ist, so geht die Gleichung (133) 
bzw. (149) in die Wärmegleichung 
Ö 
(152) = 


@ 


y? 


EN 
= 


| 


» 


13) Siehe Fußnote ®) I und II. 
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über, deren einzige nicht-negative und den Bedingungen (142) und (143) 
genügende Lösung bekanntlich durch die Laplacesche Formel 


_W=e 
1 eg u 


Yrtt-s) 











(153) f(s, 8, 1,9) = 


gegeben ist. 
Für den allgemeinen Fall setzen wir 


8 t 
z—=x—-[Alu)du, y=y-JSAlu)du, 





8 t 
s= /S[B’u)dau, vU=  [B’u)du. 
Dann geht die Gleichung (149) in 
ef _ o°f 
day: 


über, und die Bedingungen (142) und (143) erhalten für die neuen Ver- 
änderlichen 3’, x’,t’,y’ dieselbe Form wie für s,x,t,y. Folglich ist im 
allgemeinen Falle 


_w'-a')® ya}? 
1 1 48 





154) ; zu Ze). 
(154) f(s,2,1,%) rg Tr 


(8 = [B*tu)au, «= + [Atu)du) 


die einzige unseren Bedingungen genügende Lösung von (149). 


$ 17. 
. Eine Transformation. 
Es sei 
:=op(8), !=o(t), 
(155) "=y(s2), y-ylby) 


eyit, FRONT BR 
ey) ER ty), 


wobei man voraussetzt, daß g@(f) stetig und nirgends abnehmend ist, 
während (3, y) nach i beliebig ist und nach y eine stetige positive Ab- 
leitung hat. Wenn f{s,z,:,y) den Bedingungen (85) und (86) genügt, 
so gilt dasselbe, wie man es leicht nachrechnen kann, auch für die Funk- 
tion f’ in bezug auf die neuen Variablen s',x’,t', y’; d.h. unsere Trans- 
formation führt zu einer neuen Funktion t'(s',x’,t',y’), welche ebenso 
gut wie f(s,x,t,y) ein neues siochastisches Schema definiert, 
Wenn e(t} und »(i,y) die notwendigen Ableitungen besitzen, so 
gehen die Gleichungen (125) und (133) für die neuen Variablen in die 
Mathematische Annalen. 104. 80 
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folgenden 5 
of’ I 03 ef’ 2 
(156) a (2) (8, 2) 3 
(157) = alA Hl t) 
über, wobei 
ö’y(t,y) öy(t,y) öy(t,y) 
alt Se BAD ANA 
mi dp(t) ; 
dt 
(158) Franz =” 
Va N __ 04 . 
dt 
gesetzt ist. 


Man kann mit Hilfe der obigen Transformation die Lösungen von (133) 
für viele neue Typen der Koeffizienten A(t,y) und B*(t,y) aufstellen. 


Es sei zB. Kiss e ER 
L,Y =alt Yy- t), 

(159) | ae 

wir setzen 

(160) [en = See tar, 


\ u yelwaı (plyefemargı 
und erhalten für die neuen Veränderlichen 3’, x’, t’, y’, f’ die einfachste 
Wärmegleichung on 


FR} , 
(161) T = eu 


Dabei bleiben die Anfangsbedingungen (142) und (148) für f’(s’, #’, t‘, y’) 
ungeändert, folglich gibt die Formel 








w'- =’? 


__ 1 "4@-) 
(162) f= Te e 





zusammen mit (160) und (155) die einzige unseren Bedingungen genügende 
Lösung f(s,x2,t,y) der Gleichung (133) mit Koeffizienten von der Form 
(159). Man kann leicht sehen, daß in diesem Falle die Funktion f(s, &, 1, %) 
notwendig von der Form 


w-a) 
e ci 





- 


(163) - 
ist, wobei @ und ö nur von s,x,3 und nicht von y abhängen. Es ist ein 
wichtiges Problem, alle möglichen Typen der Koeffizienten A(t,y) und 
B*’(1,4) zu finden, für welche man bei beliebigen s, x, i immer die 
Laplacesche Verteilungsfunktion (163) erhält. 


u 
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Als ein zweites Beispiel betrachten wir den Fall 


All,y)=all)(y-e); 
B’t,y)= bye)”. 


| ei) Sblt)dt, 
yi)=lgly—c)+ SE) — a(t)]ai 

setzt, so erhält man für f’(s’,x’,?’, y’) wieder die Gleichung (161), für 
welche man die Lösung (162) schon kennt. Es sei bemerkt, daß man 
dabei nur die Werte 2£>c, y>e zu betrachten hat, da, wenn x oder % 
sich von c bis +0oo ändert, x’ bzw. y’ alle Werte von — oo bis —oo 
durchläuft. Einige Schwierigkeiten, welche im Zusammenhang mit diesen 
Umständen mit der Übertragung der Bedingungen (142) und (143) auf f’ 
entstehen, kann man leicht vermeiden. 

Insbesondere hat man im Falle 


(164) 
Wenn man jetzt 


(165) 


(166) Alt, =; B’(t, y)=y” 
die Formel 

1 ey ri-iezns)! 
(107) f(s,%, ı,y)= ——e 4(2— 8) 


yYrli-s) 

Vom Standpunkte der Anwendungen ist der Fall, in welchem A(t, y) 
und B(i, y) nur von y und nicht von der Zeit z abhängen, der wichtigste. 
In dieser Richtung wäre das nächste zu erzielende Ergebnis die Lösung 
unseres Problems für Koeffizienten von der Form 
| Aly)=ay-+b, 

B’(yJ=ey’+dy-+e. 


$18. 


Die stabilen Verteilungsfunktionen. 


Wenn für ein Zeitmoment it eine differentiale Wahrscheinlichkeits- 
verteilungsfunktion g(t,, 4) gegeben ist, so wird analog zu der allgemeinen 
Formel (5) die Verteilungsfunktion g(t, y) für beliebige > i, durch die Formel 


(168) 


+0 
(169) g9(t, y) a 9(t,, 2) Flo, 2, 1, y)dx 
gegeben. Offensichtlich genügt g(t,y) der Gleichung 
ö d 9° 
(170) = [Alt le Wo. 


Wir setzen jetzt voraus, daß die Koeffizienten A(t,y) und B{t,y) 
nur von y abhängen (Homogenität des Prozesses nach der Zeit) und unter- 
30* 
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suchen, welche Funktionen g(f,y) unverändert mit der Zeit bleiben. 
Offenbar ist für eine solche Funktion 


(7) (FAg + B’g' = 0. 


Wenn man voraussetzt, daß g und 9’ für y= +oo gegen Null konver- 
vergieren und dabei so schnell, daß dasselbe auch von der linken Seite 
von (171) gilt, ist offenbar O= 0 und man hat 


(172) ee) 
9 DEU 


Außerdem soll die Funktion die g(y) die Bedingung 


(173) S say= 
erfüllen. 

In den meisten Fällen kann man beweisen, daß, wenn eine stabile 
Lösung g(x) existiert, so f(s,2,1,4) bei t—oo und beliebigen Kon- 
stanten s und x gegen 9(%) konvergiert; auf diese Weise erkennt man g(y) 
nicht nur als stabile Lösung sondern auch als Grenzlösung. 

Wenn die Koeffizienten A und B* von der Form (168) sind, fällt 
(172) mit der Pearsonschen Gleichung 


14 — 
(174) SE I SB 
g Gr ıYTgY 





zusammen, wobei 


d-b c d e 


(175) De Kur UT %9=, 5 





gesetzt ist. Wir können also stochastische Schemata konsiruieren, welche 
als Stabillösung eine beliebige Pearsonsche Verteilungsfunktion haben. 


$19. 
Andere Möglichkeiten. 


Die in den Paragraphen 13 bis 18 entwickelte Theorie beruht wesent- 
lich auf der Bedingung (111). Wenn man diese Bedingung wegfallen läßt, 
entstehen sogar unter Geltung der Bedingung (110) manche neue Möglich- 
keiten. Als Beispiel betrachten wir das durch die Verteilungsfunktion 


u 
176) Fi,z,t,y)=erto(y—z)+[1-e-reu-n] [ulz)dz 


definierte Schema, wobei o(2)==0 für z<0 und o(2)=1 für 220 
während u(z) eine stetige nicht negative Funktion mit 
+. 


& ulz)de=1 
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und den endlichen Momenten 
+a© 


Sulz) |21’dz G=1,2,3) 


ist. Daß F(s,z,:,y) die Forderungen (78) und (79) ebenso wie (110) 
befriedigt, kann man ohne Schwierigkeiten nachrechnen, 

Man kann dieses Schema so deuten: Im Laufe des unendlich kleinen 
Zeitintervalles (2,1+ dt) bleibt der Parameter y mit der Wahrschemlich- 
keit 1— adt ohne Änderung und geht m y,2<y’<z-+dz mit der 
Wahrscheinlichkeit au(z)didz über. Man hat also in jedem Zeitinter- 
valle die Möglichkeit eines Sprunges, wobei die Verteilmngsfunktion für die 
Werte des Parameters y nach dem Sprunge von dem vorigen Werte des- 
selben Parameters unabhäßgig ist. 

Es sei für 3= 1, eine stetige differentiale Verteilungsfunktion g(1,, 4) 
gegeben. Für beliebige t > £, ist 


+m 


st, y) -/ tu WArl.z. ty) zer gli. y)+ [le tl]lu(y). 


Man könnte das oben gegebene Schema folgendermaßen verallgemeinern: 
man denke, daß im Laufe des unendlich kleinen Zeitintervalles (2, + dt) 
der Parameter y mit der Wahrscheinlichkeit 1— a(t, y)di unverändert 
bleibt und in y,2< y’<2z-+-dz mit der Wahrscheinlichkeit (1, y,z) dtdz 
übergeht. Dabei ist natürlich 


+@® 


(177) S lt, y,2)d2=ai(t,y) 


vorausgesetzt. In diesem Falle dürfte man erwarten, daß für g{t, 9) die 
Integrodifferentialgleichung 


+0 


178) Zum) =—alhy)ahn)+ S gli w)u(i,2, y)dz 


gelten wird. 
Wenn man nicht nur die Sprünge, sondern auch die stetige Änderung 
von % betrachten will, so ist es natürlich, für g(t, y) die Gleichung 


1) Zotum--alv)aly)+ folk) az y)dz 


Fa ale vl + By) al W) 


zu erwarten, wobei (177) vorausgesetzt ist und A(t,y) und B*(t, 9) die 
ın $13 erklärte Bedeutung haben. 
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Schlußbemerkung. 

Wenn der Zustand des zu betrachtenden Systems durch n reelle 
Parameter x,,2,,...,x, definiert ist, hat man unter einigen Bedingungen, 
die denen in $ 13 eingeführten analog sind, folgende Differentialgleichungen 
für die differentiale Verteilungsfunktion (8, #,, &y, ..., 2,5 bs Yas Yas «> Yu)! 


Rn 
6° 
f 
(180) re E I er 


i=1j=-l 


N 


-N [A;tt, Yı: Yas ++. Yy.)f 


y, 


S 


(181) 


» 


& 





Für den Fall, in a alles Yan y,) ud Bi Yes) 
nur von i abhängen, wurden diese Gleichungen von Bachelier entdeckt 
und gelöst*). Die Lösungen, welche den Bedingungen unseres Problems 
genügen, sind in diesem Falle von der Form 
_Zmj Wan) W239) 
(182) f=Pe 8 
wobei P, Q&, Pi; und 9, nur von s und Z abhängen. 

Man könnte noch die gemischten Schemata betrachten, in welchen 
der Zustand des Systems durch Parameter definiert ist, unter welchen 
sowohl stetige als auch diskrete vorkommen. 


1) Siehe ®) IL 


(Eingegangen am 26. 7. 1930.) 


